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Abstract

In the history of mathematics, it is possible to find many extraordinary ideas, based on
which new discoveries are currently being made. A great example is quantile regression.
Currently quantile regression is often used in various fields of research in situations where
it is necessary to use regression analysis and at the same time the prerequisites for using
the least squares method are not met. In addition, quantile regression provides information
that cannot be obtained directly from standard regression methods. The entire conditional
distribution can be modelled in it, for example when it is applied in the performance
evaluation of the examined pupils. In specific applications, it provides answers to
important questions about modelling the tails of the conditional distribution. The article
shows the advantages of its use in various areas of research and, on its own examples of
application to pedagogical data, indicates the possibility of its use on data from the field
of mathematics didactics.
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Uvod

Karl Pearson vroku 1896 (Pearson, 1896) publikoval korela¢ny koeficient,
inSpirovany nielen zasadnou pracou Sira Francisa Galtona spred dvoch rokov (Galton, 1894)
ale aj jeho fascinaciou genetikou, kde Galton v roku 1875 medzi priatelmi prvy krat
prezentoval linearny vztah medzi dcérskou amaterskou ndhodnou veli¢inou. Usilie
spominanych dvoch vyskumnikov neskdr prinieslo vSeobecnejsie techniky viacnasobnej
regresie. Mlad$i z nich Pearson vo svojich neskorSich pracach vysvetluje Galtonovo
prvenstvo na objaveni linearnej regresie (Stanton, 2001). Objavenim linearnej regresie po
prvy krat v problematike genetiky bola zapocatd epocha vyuzivania regresie vo vsetkych
oblastiach skumania. AvSak predpoklady v linearnej regresii pouzitej metdody najmensich
Stvorcov (OLS), ako je predpoklad normality rozdelenia nahodnych chyb s nulovymi
strednymi hodnotami pre kazdé meranie, homoskedasticity a ich vzdjomnej nezévislosti st
pre realne problémy sveta ¢asto obmedzujice. Taktiez nepovsimnuté vybocujlice a extrémne
hodnoty spdsobuju fatalne skreslenie odhadu a nasledné mylné interpretacie. Galtonova
prvotna myslienka pre spdsob skiimania jednoduchého linearneho vztahu dvoch nahodnych
veli¢in sa d’al$im vyvojom Statistiky stala zakladom mnoZzstva novsich Statistickych metod,
napriklad zovSeobecnenych linearnych modelov, nelinearnych modelov a rozli¢nych
zlozitych metdd napriklad pri préci s Casovymi radmi.

Klasicka linearna regresia modeluje podmienenu strednt hodnou zavisle premennej
Y pri danom vektore nezavisle premennych X. V roku 1987 Roger Koenker a Gilbert Basset
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(Koenker a Basset, 1978), in§pirovani pracou jezuitského katolickeho knaza z Dubrovnika
Rudera Josipa Boskovica, ktory navrhol v roku 1760 geometricky algoritmus na konstrukciu
medidnovej regresie, prvy krat predstavili svoj odhad podmieneného medidnu a d’alsich
kvantilov zavisle premennej Y, odozvy od nezavisle premennych X (Koenker, 2005).
Kvantilova regresia bola nova myslienka, ktora viedla k odvodeniu novych
a pretransformovaniu star$ich Statistickych metoéd na jej baze. Roger Koenker ich v praci
(Koenker, 2017) struéne vysvetluje a sumarizuje po 40-tich rokoch od vzniku kvantilovej
regresie.

Studenti, ktori sa zu¢astiuja kurzu $tatistiky, sa v ¢asti deskriptivna $tatistika naucia
pocitat’ kvantily, resp. percentily. AvSak aj napriek rozsirenému pouzivaniu kvantilov na
sumarizaciu udajov je este relativne malo analytikov oboznamenych s kvantilovou regresiou
ako metddou statistického modelovania (Rodriguez a Yao, 2017).

V tomto ¢lanku kvantilova regresiu najprv strucne predstavime. Potom ako priklad
uvedieme jej vlastné pouzitie na udajoch, na ktorych by pouzitie klasickej linearnej regresie
nebolo vhodné. Dalej sa venujeme vyskytu jej pouzitia v pedagogickej literattire. Napokon
uvedieme niekol'ko vlastnych prikladov jej pouzitia na pedagogickych udajoch v zaujme
uplatnenia v oblasti didaktiky matematiky.

Kvantilova regresia

Kvantilova regresia vychadza z myslienky, ze pomocou jednoduchej alternativy
OLS je mozné kvantily definovat’ ako optimaliza¢ny problém (Koenker a Hallock, 2001).
Rovnako ako je mozné definovat’ vyberovy priemer ako riesenie problému minimalizicie
suctu Stvorcov rezidui, median je mozné definovat’ ako rieSenie problému minimalizacie
suctu absolutnych rezidui.
Ak mame nahodny vyber {y;, 5, ..., ¥}, tak rieSenim
n

min,,eg Zi_l(J’i —-w?
ziskame vyberovy priemer, odhad nepodmienenej populacnej strednej hodnoty. Analogicky
rieSenim

n

mingeg Zi_lpr =9

ziskame 1 -ty vyberovy kvantil, kde stratova funkcia
pr(u) = tmax(u,0) + (1 — ) max(—u, 0)

prideli iba pre median symetricky rovnaké, pre ostatné kvantily asymetricky rézne vahy
kladnym a zapornym rezidudm. Nahradenim skalaru & parametrickou funkciou &(x,p3)
ziskame v prvom pripade odhad podmienenej strednej hodnoty

mingegp Z (i — &%, B))?

i=1
a v druhom pripade odhad podmienenej kvantilovej funkcie pre dany kvantil
n

mingepp . 1pr(yi —&(x, B)).

=

Pokial' funkcia &(x,B) je v parametroch linearnou funkciou, tloha moéze byt
formulovana ako tloha linearneho programovania a efektivne rieSena. (Koenker a Hallock,
2001). Koenker (2005) v suméarnej monografii podava podrobny tvod do problematiky
a poskytuje dokazy a rad prikladov. Praca Koenker (2018), ktora predstavuje implementaciu
kvantilovej regresie v programe R, je v stcasnosti aktualnou verziou nim pdvodne prvy krat
publikovanej implementacie z roku 2005. Tento pocin autora inicializoval aplikovatel'nost’
kvantilovej regresie v Sirokom povedomi vyskumnikov z réznych odborov. V stc¢asnosti uz

111



Litavcova, E., Csachova, L.:
O moznosti aplikacie kvantilovej regresie vo vyskume v oblasti didaktiky matematiky

maju aktualne verzie viacerych Statistickych programov procediru na vypocet linedrnej
kvantilovej regresie v sebe implementovanu.

Kvantilovad regresia teda modeluje kvantily premennej odozvy ako funkciu
vysvetlujucich premennych. Tato metodda je menej vazne ovplyvnena odlahlymi hodnotami
ako metoda najmensich Stvorcov. Ked’ sit podmienené rozdelenia odozvy vel'mi skreslené s
mozno vysoko nekonstantnym rozptylom, metéda mdze opisat’ vztah lepSie ako jednoduchy
normalny model s konstantnym rozptylom. Ked’ vSak normalny linearny model skuto¢ne
plati, odhady najmensich $tvorcov su ovel’a efektivnejsie. (Agresti, 2015).

Priklad pouzitia kvantilovej regresie

Nasledujuci priklad je ukdzkou vhodnej aplikacie linedrnej kvantilovej regresie, ¢o
vychadza z povahy skimanych udajov. Sice netyka sa pedagogiky, avSak nazorne posluzi
ako vhodny priklad vzhl'adom na vyrazné nesplnenie predpokladov pre klasickii metodu
najmensich Stvorcov.

Subor udajov tvori 4285 zaznamov ekonomického charakteru, ktoré sa tykaju
vysvetl'ovanej premennej - objemu cezhrani¢énych aktivit, teda fuzii a akvizicii a obsahuju
aj hodnoty d’alich vybranych premennych. Statistické udaje pochadzaja z databaz Zephyr
(Bureau van Dijk, 2013), Eurostat (European Commission) a Freedom House (Freedom
House, 1998-2012). S tymito udajmi, avsak vo va¢§om rozsahu ako v tomto ¢lanku sme uz
predtym pracovali (Litavcova a kol., 2016) a tam st uvedené aj zdroje spominanych databaz.
Uvazujme premenné:

log(M&A ij,s,t) oznaCuje logaritmus celkovej hodnoty aktiv naktpenych
prostrednictvom cezhraniénych fuzii a akvizicii v cielovej krajine j firmami v sektore s
rezidentmi v Krajine i v roku t.

log(GDP_i,s,t GDP_j,s,t) oznacuje logaritmus sué¢inu dvoch HDP k datumu t, ktoré
obmedzuju elasticitu tak, aby bola rovnaka pre krajinu i a krajinu j, ale Ziaden z vysledkov
nezavisel od tohto obmedzenia.

log(MarketC/GDP_j,s,t) oznacuje logaritmus podielu trhovej kapitalizacie k HDP
nadobudatel’a a cielového sektora. Pouziva sa ako indikator vyvoja akciového trhu a moze
pomdct’ kontrolovat' akciové bubliny. Udaje o trhovej kapitalizacii predstavuji ro¢nu
priemernu trhova hodnotu sektora z databazy Zephyr.

Graf 1 obsahuje okrem 7 kvantilovych regresii zavisle premennej log(M&AIj,s,t) na
vysvetl'ujucej premennej log(MarketC/GDPj,s,t) aj regresiu OLS. OLS je Ciarkovana Ciara,
odhad medidnu ¢ierna ¢iara a sivé Ciary su odhady kvantilovych funkci pre T rovné 0.05, 0.1,
0.25, 0.75, 0.9 a 0.95. Z grafu je zrejma heteroskedasticita rezidui, teda minimalne jeden
z pozadova-nych predpokladov OLS nie je platny. Sklon medianu je vyssi ako sklon odhadu
strednych hodnét, z grafu je zrejma pric¢ina vo vyboc¢ujtcich hodnotach. Sklon regresnych
kvantilovych priamok je rozdielny. Horny chvost rozdelenia zavisle premennej reaguje na
zmenu nezavisle premennej citlivejSie ako dolny. Pouzitie kvantilovej regresie tu je
odovodnené.
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Graf 1. Regresné priamky. Zdroj: vlastné spracovanie v R

Graf 2 obsahuje 970 kvantilovych regresii uvedenych premennych. Pre dané t na osi
X je Cierny bod vypocitany odhad smernice B podmieneného t-kvantilu aj s vyzna¢enim
konfidenéného intervalu vypo&itaného bootstrapovou metddou. Cerveny pés je odhad OLS.
Pokial' sa siva zéna pri danom t prekryva s ¢ervenym pasom, odhad kvantilu zavisle
premennej sa od odhadu podmienenej strednej hodnoty Statisticky vyznamne nelisi. Graf 2
nam poskytol viac informécii ako graf 1, teda ze smernice kvantilovych priamok s vsetky
vyznamne odlisné od nuly a vzajomne su vyznamne odlisné. Je to mozné potvrdit’ aj
Ciselnymi Statistickymi testami.

Pjst slope coefficient

D

logMarketCGL
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Graf 2. Smernice regresnych priamok. Zdroj: vlastné spracovanie v R

113



Litavcova, E., Csachova, L.:
O moznosti aplikacie kvantilovej regresie vo vyskume v oblasti didaktiky matematiky

(Intercept)

06
|

04

0z

088 090 092

| I I |
e

086

Graf 3. Regresné koeficienty v mnohonasobnych kvantilovych regresiach pre t od
0,20 do 0,99 (os x). Zdroj: vlastné spracovanie v R

Dalsim modelom je pre kazdé uvazované T mnohondsobna linearna kvantilova

regresia
Vi =Po+ Pixri+ Paxzite, i=1,...,n

pouzijuc obe vyssie uvedené vysvetl'ujuce premenné v pozicii X1, X2, vysvetlovanl v pozicii
Y, €j st reziduad modelu, n=4285. Vysledné odhadnuté beta koeficienty pre t od 0.20. do 0.99
su uvedené v grafe 3. Pre obe vysvetlujuce premenné, ktoré vstapili do tohoto modelu plati,
ze kvantilova regresia tu bola nanajvys opodstatnena. Az na Uizky interval hodndt kvantilov
sa odhady vsetkych troch parametrov fo, f1, a f2 odhadnutych linearnych kvantilovych
funkcii vyznamne lisia od odhadov strednych hodno6t. LiSia sa vyznamne aj medzi sebou pre
rozne .

Kvantilova regresia v pedagogickom vyskume

Kvantilova regresia je, vzhl'adom na svoje minimalne naroky na predpoklady,
vynimoc¢ne dobre uplatnitelny nastroj na ziskanie Statistickej inferencie vo vSetkych
oblastiach skiimania. Ve'mi dobre sa udomacnila v ekonomickych vednych odboroch, a
pomerne dobre je implementovana aj v biostatistike, napriklad v praci (Fenske, 2012).
V pedagogike je mozné ju najst’ napriklad v praci (Costanzo a Desimoni, 2017), kde autori
Studujt vzt'ah medzi vystupom vzdelavania a jeho pravdepodobnymi prediktormi.

Naliehavou vyskumnou témou vo vzdelavani je §tadium uzemnych rozdielov, v
ktorych moéze byt kvantilova regresia pouzita ako nastroj pre vzdelavaciu politiku.
Zistovanie pri¢in a vyrovnanie regionalnych ¢i rozdielov vo vysledkoch vzdelavania medzi
severnou a juznou castou Talianska bolo predmetom zdujmu (Falzetti, Sacco, 2021) ale
takisto (Bratti, Cecchi, Filippin, 2007). Ti sa priamo venovali nedostatocnym vysledkom
ziakov v PISA testovani. Podobne sa praca (Reeves, 2012) zaobera rozdielmi medzi
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vidieckymi a mestskymi Studentmi v USA a vplyvom socio-ekonomického statusu rodiny
na motivaciu a schopnosti.

Nemenej dblezitou témou pedagogického vyskumu vyuzivajiiceho pri spracovani a
vyhodnocovani udajov kvantilovi regresiu je rodova rovnost’ v matematickom vzdelavani.
Ako priklad mézeme uviest’ $tudie (Constanzo, Desimoni, 2017; Kuhhirt, Klein, Demirer,
2023).

Préaca (D’Agostino a kol., 2021) uplatiiuje kvantilovu regresiu na determinaciu, ako
prezivana uzkost ovplyviiuje vykon ziakov v matematike a literatire na vyskumnych
udajoch PISA. Autori (Petscher, a Logan, 2014) kvantilovou regresiou skiimali dosiahnuty
uspech v matematike vo vztahu k socioekonomickému statusu a prisluSnosti Zziaka
k mensine. Dokonca aj v praci (Rodriguez a Yao, 2017), ktora je v podstate manualom
kvantilovej regresie pre uzivatel'ov Statistického softvéru SAS, su pouzité pedagogické tidaje
pre prezentovanie prikladu tykajuceho sa hodnotenia skusky.

Priklady pouZzitia kvantilovej regresie v pedagogickom vyskume

Pracovali sme s udajmi skupiny 21 Studentov, ktori sa podrobili IQ testu. Na
zaciatku sledovaného obdobia absolvovali vstupny test a na jeho konci vystupny test
Zz matematiky. Kvantilov regresiu sme pouzili na zistenie vztahu testu z matematiky
a hladiny 1Q. Graf 4 zobrazuje OLS a 7 kvantilovych priamok pre vysvetl'ovani premennti
vstupny test Z matematiky a vysvetl'ujucu premennt 1Q test. Sklon pre t rovné 0.9 je odlisny
od ostatnych kvantilovych priamok, ale vzhI'adom k malému pocet pozorovani upustime od
odvaznej interpretacie chvostov rozdelenia vysvetl'ovanej premenne;.

45

— L1 (tau=.50)
---- 0Ls

tau= 0.95
tau= 0.9
tau= 0.75
tau= 0.25
tau= 0.1
tau= 0.05

Vstupny test

T T T T T T T
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Graf 4. Regresné priamky pre vstupny test z matematiky ~ 1Q test. Zdroj: vlastné
spracovanie v R.
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Graf 5. Smernice odhadnutych kvantilovych regresnych priamok pre t od 0,15 do
0,85 (0s X), pre vstupny test z matematiky ~ IQ test. Zdroj: vlastné spracovanie v R.

Graf 5 je vysledkom 71 kvantilovych regresii. Odhad kazdej zo smernic
kvantilovych priamok pre T od 0,15 do 0,85 lezi vo vnutri konfidenéného intervalu pre odhad
podmienene]j strednej hodnoty, teda sa od nej Statisticky vyznamne neliSi. AvSak
v intervaloch spolahlivosti odhadnutych £ koeficientov (graf 5, sivé plochy) pre viaceré
hodnoty t pod dolnym kvantilom a niektoré pre t nad kvantilom rovnym 0,8 lezi ¢islo 0, ¢o
naznaCuje, Ze sice v strede rozdelenia je Statisticky vyznamny, ale blizsie k okrajom
rozdelenia nie je Statisticky vyznamny vztah medzi kvantilom vysvetlovanej premenne;j
vstupny test @ hodnotami vysvetl'ujicej premennej 1Q test.

Vystupny test

80 90 100 110 120 130 140

Graf 6. Regresné priamky pre vystupny test z matematiky ~ IQ test. Zdroj: vlastné
spracovanie v R.
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Graf 7. Smernice odhadnutych kvantilovych regresnych priamok pre t od 0,15 do
0,85 (0s X), pre vystupny test z matematiky ~ IQ test. Zdroj: vlastné spracovanie v R.

Rovnakej analyze voci IQ testu sme podrobili aj nahodnu premennt vystupny test
z matematiky. Graf 6 obsahuje regresné priamky pre rovnaké kvantily ako obsahoval graf 4,
ale pre znizenu CitateI'nost’ sme upustili od vlozenia legendy. Graf 7 je rovnako ako graf 5
vysledkom 71 kvantilovych regresii. Jeho ¢Citatelnost’ znizuji velmi Siroké intervaly
spolahlivosti na okrajoch rozdelenia. Z hladiska interpretacie je vysledok pre vystupny test
vel'mi podobny, ako bol predchddzajuci vysledok pre vstupny test.

V oboch sledovanych vztahoch, ¢i uz medzi vstupnym testom z matematiky a 1Q
testom, alebo vystupnym testom z matematiky a IQ testom, nie je pouzitie kvantilovej
regresie az tak odévodnené ako to bolo v priklade uvedenom vyssie (fuzie akvizicie). Tu ju
pouzijeme, ak potrebujeme intrerpretovat’ konkrétne kvantily, avSak pouZzitie OLS postacuje
pre ziskanie efektivneho odhadu. V priklade vyssSie to tak nebolo. NevyluCujeme vSak
moznost’, ze pouzitim rovnakej analyzy na udaje rovnakého charakteru ale vo va¢Som
rozsahu respondetov bolo by mozné ziskat iny vysledok.

Skdre vo finantnej gramotnosti

20 30 40 50

vek

Graf 8. Regresné priamky pre test financnej gramotnosti ~ vek. Zdroj: vlastné
spracovanie v R.
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Dal§imi analyzovanymi udajmi je skupina 240 respondentov so stredoskolskym
alebo vysokoskolskym vzdelanim, ktori sa podrobili testu finan¢nej gramotnosti. Finan¢na
gramotnost’ je subor znalosti, ktoré ¢loveku umoziuji porozumiet’ financiam a spravne s
nimi zachadzat’ v roznych Zivotnych situaciach. Koncept finan¢nej gramotnosti sa presadil
ako samostatna téma medzirezortnej politiky v dobe poslednej svetovej ekonomickej krizy
(wikipédia). Je preto nevyhnutné vzdeldvanie vo finan¢nej gramostosti a jej skimanie
a porovnavanie napriklad naprie¢ krajinami, ¢i réznymi skupinami a nachadzanie jej
prediktorov. Skumali sme zavislost’ vysledku testu finanénej gramotnosti a veku. Graf 8
obsahuje kvantilové regresné priamky rovnako ako to bolo v grafe 4 pre T rovné 0.05, 0.1,
0.25, 0.5, 0.75, 0.9, 0.95 a priamku OLS. Graf 9 je vysledkom 71 kvantilovych regresii.
Intervaly spol'ahlivosti odhadnutych smernic kvantilovych priamok pre t od 0,15 do 0,85 sa
prekryvaji s konfidenénym intervalom pre odhad podmienenej strednej hodnoty, teda sa
Statisticky vyznamne neliSia. Intervaly spol'ahlivosti odhadnutych S koeficientov sa pre t
v intervale 0.36-0.54 a eSte pre niektoré ojedinelé t s Cislom 0 neprekryvaju, teda tu je
Statisticky vyznamny vzt'ah medzi tymi kvantilmi premennej skore vo financnej gramotnosti
a hodnotami vysvetl'ujicej premennej vek.
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Graf 9. Smernice odhadnutych kvantilovych regresnych priamok pre t od 0,15 do
0,85 (0s X), pre test finan¢nej gramotnosti ~ vek. Zdroj: vlastné spracovanie v R.

Z interpretacie grafu 9 je zrejmé, ze vo vzt'ahu skore vo finan¢nej gramotnosti a veku
OLS poskytuje efektivny odhad a vyuzitie kvantilovej regresie tu je potrebné iba z dévodu
zaujmu o spravanie sa vztahu skiimanych veli¢in z hl'adiska tvaru celého podmieneného
rozdelenia zavisle premenne;j.

Zaver

Kvantilova regresia je pomerne novy asilny nastroj pre skimanie vztahu
nahodnych premennych. Cielom ¢lanku bolo poukazat’ na vyhody jej pouzitia a hl'adat
moznosti jej aplikacie v pedagogickom vyskume, Specialne v oblasti didaktiky matematiky.
Prvy priklad, mimo ramca pedagogiky, bol ukéazkou toho, ako je dolezité nad ramec
priemernych odhadov postdit’, kde a ako v ramci distribicie vysvetlovanej premennej je
silny s vysvetl'ovacimi premennymi stvis. Druhy priklad naznacuje, Ze pokial’ v subore
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vécsieho rozsahu budu existovat’ heterogénne ucinky v rdémci podmieneného rozdelenia
vysledkov ziakov z matematiky, pouzitie kvantilovej regresie je nanajvys ziadlice. Zaver
treticho prikladu je podobny. Tento priklad mozno chapat’ ako motivacny pre skimanie
finan¢nej gramotnosti aj pouzitim d’alSich moznych prediktorov. Nadvézujic na tato
myslienku planujeme pokracovat’ vo vyskume zameranom na kritické miesta Skolskej
matematiky, kde sa budeme opierat’ o vysledky nielen testovania T9, ale i externej Casti
maturity z matematiky, pripadne o vysledky slovenskych ziakov v PISA testovani.
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