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Abstract 

In the history of mathematics, it is possible to find many extraordinary ideas, based on 
which new discoveries are currently being made. A great example is quantile regression. 
Currently quantile regression is often used in various fields of research in situations where 
it is necessary to use regression analysis and at the same time the prerequisites for using 
the least squares method are not met. In addition, quantile regression provides information 
that cannot be obtained directly from standard regression methods. The entire conditional 
distribution can be modelled in it, for example when it is applied in the performance 
evaluation of the examined pupils. In specific applications, it provides answers to 
important questions about modelling the tails of the conditional distribution. The article 
shows the advantages of its use in various areas of research and, on its own examples of 
application to pedagogical data, indicates the possibility of its use on data from the field 
of mathematics didactics. 
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Úvod 

Karl Pearson v roku 1896 (Pearson, 1896) publikoval korelačný koeficient, 

inšpirovaný nielen zásadnou prácou Sira Francisa Galtona spred dvoch rokov (Galton, 1894) 

ale aj jeho fascináciou genetikou, kde Galton v roku 1875 medzi priateľmi prvý krát 

prezentoval lineárny vzťah medzi dcérskou a materskou náhodnou veličinou. Úsilie 

spomínaných dvoch výskumníkov neskôr prinieslo všeobecnejšie techniky viacnásobnej 

regresie. Mladší z nich Pearson vo svojich neskorších prácach vysvetľuje Galtonovo 

prvenstvo na objavení lineárnej regresie (Stanton, 2001). Objavením lineárnej regresie po 

prvý krát v problematike genetiky bola započatá epocha využívania regresie vo všetkých 

oblastiach skúmania. Avšak predpoklady v lineárnej regresii použitej metódy najmenších 

štvorcov (OLS), ako je predpoklad normality rozdelenia náhodných chýb s nulovými 

strednými hodnotami pre každé meranie, homoskedasticity a ich vzájomnej nezávislosti sú 

pre reálne problémy sveta často obmedzujúce. Taktiež nepovšimnuté vybočujúce a extrémne 

hodnoty spôsobujú fatálne skreslenie odhadu a následné mylné interpretácie. Galtonova 

prvotná myšlienka pre spôsob skúmania jednoduchého lineárneho vzťahu dvoch náhodných 

veličín sa ďalším vývojom štatistiky stala základom množstva novších štatistických metód, 

napríklad zovšeobecnených lineárnych modelov,  nelineárnych modelov a rozličných 

zložitých metód napríklad pri práci s časovými radmi.  

Klasická lineárna regresia modeluje podmienenú strednú hodnou závisle premennej 

Y pri danom vektore nezávisle premenných X. V roku 1987 Roger Koenker a Gilbert Basset 
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(Koenker a Basset, 1978), inšpirovaní prácou jezuitského katolíckeho kňaza z Dubrovníka 

Ruđera Josipa Boškovića, ktorý navrhol v roku 1760 geometrický algoritmus na konštrukciu 

mediánovej regresie, prvý krát predstavili svoj odhad podmieneného mediánu a ďalších 

kvantilov závisle premennej Y, odozvy od nezávisle premenných X (Koenker, 2005). 

Kvantilová regresia bola nová myšlienka, ktorá viedla k odvodeniu nových 

a pretransformovaniu starších štatistických metód na jej báze. Roger Koenker ich v práci 

(Koenker, 2017) stručne vysvetľuje a sumarizuje po 40-tich rokoch od vzniku kvantilovej 

regresie. 

Študenti, ktorí sa zúčastňujú kurzu štatistiky, sa v časti deskriptívna štatistika naučia 

počítať kvantily, resp. percentily. Avšak aj napriek rozšírenému používaniu kvantilov na 

sumarizáciu údajov je ešte relatívne málo analytikov oboznámených s kvantilovou regresiou 

ako metódou štatistického modelovania (Rodriguez a Yao, 2017).  

V tomto článku kvantilovú regresiu najprv stručne predstavíme. Potom ako príklad 

uvedieme jej vlastné použitie na údajoch, na ktorých by použitie klasickej lineárnej regresie 

nebolo vhodné. Ďalej sa venujeme výskytu jej použitia v pedagogickej literatúre. Napokon 

uvedieme niekoľko vlastných príkladov jej použitia na pedagogických údajoch v záujme 

uplatnenia v oblasti didaktiky matematiky. 

Kvantilová regresia 

Kvantilová regresia vychádza z myšlienky, že pomocou jednoduchej alternatívy 

OLS je možné kvantily definovať ako optimalizačný problém (Koenker a Hallock, 2001). 

Rovnako ako je možné definovať výberový priemer ako riešenie problému minimalizácie 

súčtu štvorcov rezíduí, medián je možné definovať ako riešenie problému minimalizácie 

súčtu absolútnych rezíduí. 

Ak máme náhodný výber {𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛}, tak  riešením 

min𝜇∈ℝ ∑ (𝑦𝑖 − 𝜇)2
𝑛

𝑖=1
 

získame výberový priemer, odhad nepodmienenej populačnej strednej hodnoty. Analogicky 

riešením  

min𝜉∈ℝ ∑ 𝜌𝜏(𝑦𝑖 − 𝜉)
𝑛

𝑖=1
 

získame τ -tý výberový kvantil, kde stratová funkcia  

𝜌𝜏(𝑢) = 𝜏 max(u, 0) + (1 − 𝜏) max(−u, 0) 

pridelí iba pre medián symetricky rovnaké, pre ostatné kvantily asymetricky rôzne váhy 

kladným a záporným rezíduám. Nahradením skaláru ξ parametrickou funkciou ξ(x,β) 

získame v prvom prípade odhad podmienenej strednej hodnoty  

min𝛽∈ℝ𝑝 ∑ (𝑦𝑖 − 𝜉(𝑥, 𝛽))2
𝑛

𝑖=1
 

a v druhom prípade odhad podmienenej kvantilovej funkcie pre daný kvantil 

min𝛽∈ℝ𝑝 ∑ 𝜌𝜏(𝑦𝑖 − 𝜉(𝑥, 𝛽))
𝑛

𝑖=1
. 

Pokiaľ funkcia ξ(x,β) je v parametroch lineárnou funkciou, úloha môže byť 

formulovaná ako úloha lineárneho programovania a efektívne riešená. (Koenker a Hallock, 

2001). Koenker (2005) v sumárnej monografii podáva podrobný úvod do problematiky 

a poskytuje dôkazy a rad príkladov. Práca Koenker (2018), ktorá predstavuje implementáciu 

kvantilovej regresie v programe R, je v súčasnosti aktuálnou verziou ním pôvodne prvý krát 

publikovanej implementácie z roku 2005. Tento počin autora inicializoval aplikovateľnosť 

kvantilovej regresie v širokom povedomí výskumníkov z rôznych odborov. V súčasnosti už 
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majú aktuálne verzie viacerých štatistických programov procedúru na výpočet lineárnej 

kvantilovej regresie v sebe implementovanú. 

Kvantilová regresia teda modeluje kvantily premennej odozvy ako funkciu 

vysvetľujúcich premenných. Táto metóda je menej vážne ovplyvnená odľahlými hodnotami 

ako metóda najmenších štvorcov. Keď sú podmienené rozdelenia odozvy veľmi skreslené s 

možno vysoko nekonštantným rozptylom, metóda môže opísať vzťah lepšie ako jednoduchý 

normálny model s konštantným rozptylom. Keď však normálny lineárny model skutočne 

platí, odhady najmenších štvorcov sú oveľa efektívnejšie. (Agresti, 2015). 

Príklad použitia kvantilovej regresie 

Nasledujúci príklad je ukážkou vhodnej aplikácie lineárnej kvantilovej regresie, čo 

vychádza z povahy skúmaných údajov. Síce netýka sa pedagogiky, avšak názorne poslúži 

ako vhodný príklad vzhľadom na výrazné nesplnenie predpokladov pre klasickú metódu 

najmenších štvorcov. 

Súbor údajov tvorí 4285 záznamov ekonomického charakteru, ktoré sa týkajú 

vysvetľovanej premennej - objemu cezhraničných aktivít, teda fúzií a akvizícií a obsahujú 

aj hodnoty ďalších vybraných premenných. Štatistické údaje pochádzajú z databáz Zephyr 

(Bureau van Dijk, 2013), Eurostat (European Commission) a Freedom House (Freedom 

House, 1998-2012). S týmito údajmi, avšak vo väčšom rozsahu ako v tomto článku sme už 

predtým pracovali (Litavcová a kol., 2016) a tam sú uvedené aj zdroje spomínaných databáz. 

Uvažujme premenné: 

log(M&A_ij,s,t) označuje logaritmus celkovej hodnoty aktív nakúpených 

prostredníctvom cezhraničných fúzií a akvizícií v cieľovej krajine j firmami v sektore s 

rezidentmi v krajine i v roku t. 

log(GDP_i,s,t GDP_j,s,t) označuje logaritmus súčinu dvoch HDP k dátumu t, ktoré 

obmedzujú elasticitu tak, aby bola rovnaká pre krajinu i a krajinu j, ale žiaden z výsledkov 

nezávisel od tohto obmedzenia. 

log(MarketC/GDP_j,s,t) označuje logaritmus podielu trhovej kapitalizácie k HDP 

nadobúdateľa a cieľového sektora. Používa sa ako indikátor vývoja akciového trhu a môže 

pomôcť kontrolovať akciové bubliny. Údaje o trhovej kapitalizácii predstavujú ročnú 

priemernú trhovú hodnotu sektora z databázy Zephyr. 

Graf 1 obsahuje okrem 7 kvantilových regresií závisle premennej log(M&Aij,s,t) na 

vysvetľujúcej premennej log(MarketC/GDPj,s,t) aj regresiu OLS. OLS je čiarkovaná čiara, 

odhad mediánu čierna čiara a sivé čiary sú odhady kvantilových funkcí pre τ rovné 0.05, 0.1, 

0.25, 0.75, 0.9 a 0.95. Z grafu je zrejmá heteroskedasticita rezíduí, teda minimálne jeden 

z požadova-ných predpokladov OLS nie je platný. Sklon mediánu je vyšší ako sklon odhadu 

stredných  hodnôt, z grafu je zrejmá príčina vo vybočujúcich hodnotách. Sklon regresných 

kvantilových priamok je rozdielny. Horný chvost rozdelenia závisle premennej reaguje na 

zmenu nezávisle premennej citlivejšie ako dolný. Použitie kvantilovej regresie tu je 

odôvodnené.  
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Graf 1. Regresné priamky. Zdroj: vlastné spracovanie v R 

 

Graf 2 obsahuje 970 kvantilových regresií uvedených premenných. Pre dané τ na osi 

x je čierny bod vypočítaný odhad smernice β podmieneného τ-kvantilu aj s vyznačením 

konfidenčného intervalu vypočítaného bootstrapovou metódou. Červený pás je odhad OLS. 

Pokiaľ sa sivá zóna pri danom τ prekrýva s červeným pásom, odhad kvantilu závisle 

premennej sa od odhadu podmienenej strednej hodnoty štatisticky významne nelíši. Graf 2 

nám poskytol viac informácií ako graf 1, teda že smernice kvantilových priamok sú všetky 

významne odlišné od nuly a vzájomne sú významne odlišné. Je to možné potvrdiť aj 

číselnými štatistickými testami. 

 
Graf 2. Smernice regresných priamok. Zdroj: vlastné spracovanie v R 
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Graf 3. Regresné koeficienty v mnohonásobných kvantilových regresiách pre τ od 

0,20 do 0,99 (os x). Zdroj: vlastné spracovanie v R 

 

Ďalším modelom je pre každé uvažované τ mnohonásobná lineárna kvantilová 

regresia 

𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1,𝑖 + 𝛽2𝑥2,𝑖 + 𝑒𝑖 ,   𝑖 = 1, . . . , 𝑛 

použijúc obe vyššie uvedené vysvetľujúce premenné v pozícii x1, x2, vysvetľovanú v pozícii 

y, ei sú rezíduá modelu, n=4285. Výsledné odhadnuté beta koeficienty pre τ od 0.20. do 0.99 

sú uvedené v grafe 3. Pre obe vysvetľujúce premenné, ktoré vstúpili do tohoto modelu platí, 

že kvantilová regresia tu bola nanajvýš opodstatnená. Až na úzky interval hodnôt kvantilov 

sa odhady všetkých troch parametrov β0, β1, a β2 odhadnutých lineárnych kvantilových 

funkcií významne líšia od odhadov stredných hodnôt. Líšia sa významne aj medzi sebou pre 

rôzne τ. 

Kvantilová regresia v pedagogickom výskume 

Kvantilová regresia je, vzhľadom na svoje minimálne nároky na predpoklady, 

výnimočne dobre uplatniteľný nástroj na získanie štatistickej inferencie vo všetkých 

oblastiach skúmania. Veľmi dobre sa udomácnila v ekonomických vedných odboroch, a 

pomerne dobre je implementovaná aj v bioštatistike, napríklad v práci (Fenske, 2012). 

V pedagogike je možné ju nájsť napríklad v práci (Costanzo a Desimoni, 2017), kde autori 

študujú vzťah medzi výstupom vzdelávania a jeho pravdepodobnými prediktormi.  

Naliehavou výskumnou témou vo vzdelávaní je štúdium územných rozdielov, v 

ktorých môže byť kvantilová regresia použitá ako nástroj pre vzdelávaciu politiku. 

Zisťovanie príčin a vyrovnanie regionálnych či rozdielov vo výsledkoch vzdelávania medzi 

severnou a južnou časťou Talianska bolo predmetom záujmu (Falzetti, Sacco, 2021) ale 

takisto (Bratti, Cecchi, Filippin, 2007). Tí sa priamo venovali nedostatočným výsledkom 

žiakov v PISA testovaní. Podobne sa práca (Reeves, 2012) zaoberá rozdielmi medzi 
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vidieckymi a mestskými študentmi v USA a vplyvom socio-ekonomického statusu rodiny 

na motiváciu a schopnosti.  

Nemenej dôležitou témou pedagogického výskumu využívajúceho pri spracovaní a 

vyhodnocovaní údajov kvantilovú regresiu je rodová rovnosť v matematickom vzdelávaní. 

Ako príklad môžeme uviesť štúdie (Constanzo, Desimoni, 2017; Kuhhirt, Klein, Demirer, 

2023). 

Práca (D’Agostino a kol., 2021) uplatňuje kvantilovú regresiu na determináciu, ako 

prežívaná úzkosť ovplyvňuje výkon žiakov v matematike a literatúre na výskumných 

údajoch PISA. Autori (Petscher, a Logan, 2014) kvantilovou regresiou skúmali dosiahnutý 

úspech v matematike vo vzťahu k socioekonomickému statusu a príslušnosti žiaka 

k menšine. Dokonca aj v práci (Rodriguez a Yao, 2017), ktorá je v podstate manuálom 

kvantilovej regresie pre užívateľov štatistického softvéru SAS, sú použité pedagogické údaje 

pre prezentovanie príkladu týkajúceho sa hodnotenia skúšky. 

Príklady použitia kvantilovej regresie v pedagogickom výskume 

Pracovali sme s údajmi skupiny 21 študentov, ktorí sa podrobili IQ testu. Na 

začiatku sledovaného obdobia absolvovali vstupný test a na jeho konci výstupný test 

z matematiky. Kvantilovú regresiu sme použili na zistenie vzťahu testu z matematiky 

a hladiny IQ. Graf 4 zobrazuje OLS a 7 kvantilových priamok pre vysvetľovanú premennú 

vstupný test z matematiky a vysvetľujúcu premennú IQ test. Sklon pre τ rovné 0.9 je odlišný 

od ostatných kvantilových priamok, ale vzhľadom k malému počet pozorovaní upustíme od 

odvážnej interpretácie chvostov rozdelenia vysvetľovanej premennej.  

 
Graf 4. Regresné priamky pre vstupný test z matematiky ~ IQ test. Zdroj: vlastné 

spracovanie v R. 
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Graf 5. Smernice odhadnutých kvantilových regresných priamok pre τ od 0,15 do 

0,85 (os x), pre vstupný test z matematiky ~ IQ test. Zdroj: vlastné spracovanie v R. 

Graf 5 je výsledkom 71 kvantilových regresií. Odhad každej zo smerníc 

kvantilových priamok pre τ od 0,15 do 0,85 leží vo vnútri konfidenčného intervalu pre odhad 

podmienenej strednej hodnoty, teda sa od nej štatisticky významne nelíši. Avšak 

v intervaloch spoľahlivosti odhadnutých β koeficientov (graf 5, sivé plochy) pre viaceré 

hodnoty τ pod dolným kvantilom a niektoré pre τ nad kvantilom rovným 0,8 leží číslo 0, čo 

naznačuje, že síce v strede rozdelenia je štatisticky významný, ale bližšie k okrajom 

rozdelenia nie je štatisticky významný vzťah medzi kvantilom vysvetľovanej premennej 

vstupný test a hodnotami vysvetľujúcej premennej IQ test.  

 
Graf 6. Regresné priamky pre výstupný test z matematiky ~ IQ test. Zdroj: vlastné 

spracovanie v R. 

 



STUDIA SCIENTIFICA FACULTATIS PAEDAGOGICAE 

UNIVERSITAS CATHOLICA RUŽOMBEROK 2023, č. 5 

 117 

 
Graf 7. Smernice odhadnutých kvantilových regresných priamok pre τ od 0,15 do 

0,85 (os x), pre výstupný test z matematiky ~ IQ test. Zdroj: vlastné spracovanie v R. 

 

Rovnakej analýze voči IQ testu sme podrobili aj náhodnú premennú výstupný test 

z matematiky. Graf 6 obsahuje regresné priamky pre rovnaké kvantily ako obsahoval graf 4, 

ale pre zníženú čitateľnosť sme upustili od  vloženia legendy. Graf 7 je rovnako ako graf 5 

výsledkom 71 kvantilových regresií. Jeho čitateľnosť znižujú veľmi široké intervaly 

spoľahlivosti na okrajoch rozdelenia. Z hľadiska interpretácie je výsledok pre výstupný test 

veľmi podobný, ako bol predchádzajúci výsledok pre vstupný test. 

V oboch sledovaných vzťahoch, či už medzi vstupným testom z matematiky a IQ 

testom, alebo výstupným testom z matematiky a IQ testom, nie je použitie kvantilovej 

regresie až tak odôvodnené ako to bolo v príklade uvedenom vyššie (fúzie akvizície). Tu ju 

použijeme, ak potrebujeme intrerpretovať konkrétne kvantily, avšak použitie OLS postačuje 

pre získanie efektívneho odhadu. V príklade vyššie to tak nebolo. Nevylučujeme však 

možnosť, že použitím rovnakej analýzy na údaje rovnakého charakteru ale vo väčšom 

rozsahu respondetov bolo by možné získať iný výsledok. 

 
Graf 8. Regresné priamky pre test finančnej gramotnosti ~ vek. Zdroj: vlastné 

spracovanie v R. 
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Ďalšími analyzovanými údajmi je skupina 240 respondentov so stredoškolským 

alebo vysokoškolským vzdelaním, ktorí sa podrobili testu finančnej gramotnosti. Finančná 

gramotnosť je súbor znalostí, ktoré človeku umožňujú porozumieť financiám a správne s 

nimi zachádzať v rôznych životných situáciách. Koncept finančnej gramotnosti sa presadil 

ako samostatná téma medzirezortnej politiky v dobe poslednej svetovej ekonomickej krízy 

(wikipédia).  Je preto nevyhnutné vzdelávanie vo finančnej gramostosti a jej skúmanie 

a porovnávanie napríklad naprieč krajinami, či rôznymi skupinami a nachádzanie jej 

prediktorov. Skúmali sme závislosť výsledku testu finančnej gramotnosti a veku. Graf 8 

obsahuje kvantilové regresné priamky rovnako ako to bolo v grafe 4 pre τ rovné 0.05, 0.1, 

0.25, 0.5, 0.75, 0.9, 0.95 a priamku OLS. Graf 9 je výsledkom 71 kvantilových regresií. 

Intervaly spoľahlivosti odhadnutých smerníc kvantilových priamok pre τ od 0,15 do 0,85 sa 

prekrývajú s konfidenčným intervalom pre odhad podmienenej strednej hodnoty, teda sa 

štatisticky významne nelíšia. Intervaly spoľahlivosti odhadnutých β koeficientov sa pre τ 

v intervale 0.36-0.54 a ešte pre niektoré ojedinelé τ s číslom 0 neprekrývajú, teda tu je 

štatisticky významný vzťah medzi tými kvantilmi premennej skóre vo finančnej gramotnosti 

a hodnotami vysvetľujúcej premennej vek. 

 

 
Graf 9. Smernice odhadnutých kvantilových regresných priamok pre τ od 0,15 do 

0,85 (os x), pre test finančnej gramotnosti ~ vek. Zdroj: vlastné spracovanie v R. 

 

Z interpretácie grafu 9 je zrejmé, že vo vzťahu skóre vo finančnej gramotnosti a veku 

OLS poskytuje efektívny odhad a využitie kvantilovej regresie tu je potrebné iba z dôvodu 

záujmu o správanie sa vzťahu skúmaných veličín z hľadiska tvaru celého podmieneného 

rozdelenia závisle premennej. 

Záver 

Kvantilová regresia je pomerne nový a silný nástroj pre skúmanie vzťahu 

náhodných premenných. Cieľom článku bolo poukázať na výhody jej použitia a hľadať 

možnosti jej aplikácie v pedagogickom výskume, špeciálne v oblasti didaktiky matematiky. 

Prvý príklad, mimo rámca pedagogiky, bol ukážkou toho, ako je dôležité nad rámec 

priemerných odhadov posúdiť, kde a ako v rámci distribúcie vysvetľovanej premennej je 

silný s vysvetľovacími premennými súvis. Druhý príklad naznačuje, že pokiaľ v súbore 
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väčšieho rozsahu budú existovať heterogénne účinky v rámci podmieneného rozdelenia 

výsledkov žiakov z matematiky, použitie kvantilovej regresie je nanajvýš žiadúce. Záver 

tretieho príkladu je podobný. Tento príklad možno chápať ako motivačný pre skúmanie 

finančnej gramotnosti aj použitím ďalších možných prediktorov. Nadväzujúc na túto 

myšlienku plánujeme pokračovať vo výskume zameranom na kritické miesta školskej 

matematiky, kde sa budeme opierať o výsledky nielen testovania T9, ale i externej časti 

maturity z matematiky, prípadne o výsledky slovenských žiakov v PISA testovaní. 
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