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Giovanni Torricelli jako matematik
Giovanni Torricelli as mathematician

Jaroslav Beranek

Abstract

A famous Italian scholar Giovanni Evangelista Torricelli is most famous for his
physical discoveries. Nevertheless, nowadays it is less known that he dealt with
mathematics as well. This article is devoted to his several mathematics results. After a
short historical introduction, the author gives the construction of Torricelli’s point in a
triangle; further he describes an interesting geometrical figure, Torricelli’s trumpet, and
its analogy, created by rotation of Cissoid of Diocles.
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Uvod

Stiedovéky italsky fyzik Giovanni Evangelista Torricelli je osobnost znama vSem zaktim a
studenttim, kteti se nckdy setkali se studiem fyziky. Jeho znamy pokus s trubici naplnénou
rtuti vedl k zavedeni fyzikalniho pojmu atmosféricky tlak vzduchu a ke konstrukci rtutového
tlakoméru. Méné znamé vsak je, ze Torricelli byl i vynikajicim matematikem. Nékterym
jeho matematickym vysledkiim a jejich souvislostem je vénovan tento piispévek.

Giovanni Torricelli — Zivot a dilo (zkracené podle [4]-Lebrova 2008)

Giovanni Evangelista Torricelli se narodil 15. fijna 1608. O jeho détstvi se vi velmi malo a
udaje nejsou jednoznaéné. V letech 1624 — 1626 studoval Torricelli matematiku a filosofii
na jezuitské koleji, v obdobi 1626 — 1632 byl tajemnikem matematika Benedetta Castelliho
(1578 — 1643). Zde se seznamil s dily slavnych starovékych i soucasnych ucenct (napf.
Apollonius, Archimedes, Tycho de Brahe, Johannes Kepler, Mikuld§ Kopernik). Po
ukonceni studia prozil 9 let do roku 1641 jako sekretai Galileiho stoupence Giovaniho
Battisty Ciampoliho. V této dobé se zabyval zejména teorii gravitace V dnesni dob¢ je znam
Torricelliho zdkon o rychlosti vytékani kapaliny otvorem pod hladinou (spis Pojednani o
pohybu, ,, Trattato del moto®, vySel v roce 1641). Od roku 1642 se stal Torricelli profesorem
matematiky na Université v Pise. V této roli feSil rizné geometrické problémy v teorii
kuzelosecek. V pojednani ,,Quadratura parabolae et Solido hyperbolico acuto podrobné
popisuje vlastnosti kuzeloseCek a uvadi analyticke feSeni i takovych pfipadd, jako je vedeni
teCny v bod¢ paraboly. Méné znamy je pojem Torricelliho bod v trojahelniku, o kterém
bude pojednano dale. Jeho nejvyznamnéj$im objevem bylo zjisténi, ze se vyska sloupce rtuti
V trubici méni vlivem riizného atmosférického tlaku. Na tomto zékladu vynalezl Torricelli
V roce 1644 rtutovy tlakomér. Torricelli zemtel 25. fijna 1647 ve Florencii.
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Torricelliho bod v trojihelniku

Torricellimu je pfipisovano feseni tzv. loka¢niho problému pro n = 3 (v dnesni terminologii).
Tento problém stru¢né popiseme (viz [1]-Buresova 2009, s. 14-15). Riizné obchodni nebo
distribu¢ni firmy musi Casto fesit problém lokace (neboli umisténi) obsluznych center (napf-.
vyrobni zavody, sklady, nakupni centra). Toto feSeni ma znany vyznam pii planovani
nakladi spojenych s provozem firmy. Nutnost feSeni umisténi obsluzného zatizeni v izemi
se poprvé objevuje jiz v 17. stoleti. ReSeni problému, kdy jsou na plose umistény tii
nekolinearni body A, B, C a hleda se lokace ctvrtého bodu ve vnitini oblasti trojuhelnika
ABC tak, aby soucet jeho vzdalenosti od téchto tii bodl byl minimalni, je pfipisovan prave
Torricellimu. Podle nékterych prament je feSeni pfipisovano i Pierru Fermatovi. Proto je
Vv dal$im hledany Torricelliho bod oznacovéan F (ozna¢enim tohoto bodu T by mohlo dojit

2

Necht’ je dano n pevnych bodu se soufadnicemi [ai , bi]. Ke kazdému z téchto bodu je
pfifazeno realné cislo wi, které oznacuje jeho ,,vahu“. Resenim lokacniho problému je
hledani soutadnic bodu [X, y], pro ktery je minimalni hodnota vyrazu

W(xy) =Y wd(x.y),

i=1

kde d.(X,y)= \/( Xx—a ) +(y—b ) jeeukleidovska vzdilenost mezi body [x, y] a [ai,

bi]. Poznamenejme, ze v dne$ni dobé jsou podobné problémy optimalizace feSeny pomoci
metod linearniho programovani.

Grafické feseni loka¢niho problému pro n = 3 (za pfedpokladu w1 = w, = ws = 1)
navrhnul pravé Giovanni Evangelista Torricelli (viz [1]-Buresova 2009, s. 16).
Poznamenejme, Ze ptivodni Torricelliho a Fermatovo feSeni bylo formulovéano pro ostrouhly
trojuhelnik. Pozdé€ji bylo dokéazano, ze v dalSim textu uvedena konstrukce plati i pro
trojuhelniky tupouhlé, v nichz velikost tupého thlu je mensi nez 120 °. O teSeni loka¢niho
problému pro tupouhlé trojihelniky s tupym thlem o velikosti 120 °a vice se zminime dale.

Reseni 1. Necht’ tfi zadané nekolinearni body A, B, C tvoii vrcholy trojithelnika, jehoz zadny
uhel nema velikost 120 ° a vétsi. Hledame umisténi bodu F ve vnitini oblasti trojuhelnika
ABC, jehoz soucet vzdalenosti od bodi A, B, C je minimalni (tzv. Torricelliho bod
v trojihelniku). Postup je nasledujici: Nad kazdou stranou trojuhelnika ABC se vztyc¢i
rovnostranny trojuhelnik tak, aby se zadny znich nepiekryval s trojuhelnikem ABC.
Trojthelnik nad stranou AB oznacime ABC,, trojithelnik nad stranou AC oznacime AB,C,
trojuhelnik nad stranou BC oznac¢ime A¢oBC. Nyni existuji dvé moznosti:

a) Kazdému ze tfi rovnostrannych trojuhelnik opiSeme kruznici. Tyto tfi kruZnice se
protinaji v jediném bod¢ F, ktery je hledanym Torricelliho bodem.

b) Sestrojime ptfimky AAo, BBo, CCo. Tyto tfi piimky se rovnéz protinaji v jediném
Torricelliho bodé F. Tomuto bodu nekdy téz fikame prvni izogonicky bod trojuhelnika. Toto
oznaceni vychazi ze skutecnosti, ze velikosti thlt AFB, AFC a BFC jsou rovny 120°

Popularné Ize tici, Ze z Torricelliho bodu F jsou vSechny tfi strany trojuhelnika ABC ,, vidét™
pod thlem 120°.
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A

Co
obrazek 1 (zdroj [1]-Buresova 2009, s. 17)

Reseni 2. Pfed uvedenim diikazu, Ze Torricelliho bod F skute¢né minimalizuje soudet délek
tsecek | FA| +| FB| +| FC| a pfi stejné vaze vrcholt trojuhelnika je fe$enim loka&ni alohy,
uvedeme jesté alternativni, mechanicky analogovy model pro urceni bodu F. Pochazi od P.
Varignona, podle né¢hoZz se nazyva Varignoniiv rdimec. Poznamenejme, ze Pierre Varignon
(1654-1722) byl vyznamnym francouzskym matematikem, jehoz zivot a dilo je spjato
s Universitou v Caen. Varignonova metoda je vyuzitelnd i pro vice nez tii body S riznymi
vahami; uvedeme ji pro tii body se stejnymi vahami. (viz [3]-Kuchatik 2012, s. 34).

Do vodorovné polozené desky vyvrtame tfi otvory A, B, C, aby tvofily vrcholy
trojuhelnika ABC. Pfipomenme opét, Ze zadny uhel tohoto trojuhelnika nema velikost 120 ©
a vétsi. Tti provazky svazeme do spolecného uzlu X tak, aby volné konce provazki byly
stejné dlouhé. Kazdy z provazkt nyni provleCeme jednim z otvori tak, aby uzel X zistal nad
deskou. Na konce provazka upevnime tfi stejna zavazi o stejné hmotnosti m. Soustava zavazi
nyni zaujme takovou polohu, aby soucet délek tseek | XA |+ | XB | +| XC| byl minimélni;
bod X je tedy hledanym Torricelliho bodem F. Také tuto skute¢nost dale rovnéz dokazeme.

obrazek 2 (zdroj [3]-Kuchatik 2012, s. 34)

Diikaz reseni 1: (viz [3]-Kuchatik 2012, s. 33-34) Vime, ze bod F ve vnitini
oblasti trojuhelnika ABC urcité existuje. Proto jsme opravnéni tento bod v trojuhelniku
vyznacit (i kdyzZ jeho umisténi neznadme). Nyni uvazme rotaci trojuhelnika ABF o thel 60 ©
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se sttedem v bodé B (viz obrazek 3). Obraz bodu F oznaéme H, obraz bodu A ozna¢me Co.
Obrazem trojuhelnika ABF tedy bude trojuhelnik CoBH. Plati rovnost | BF| =| BH|, nebot’
rotace je shodné zobrazeni. Velikost uhlu <HBF je 60° proto je trojuhelnik HBF
rovnostranny. Plati tedy také | BFl = | HF . Ze stejnych divodi je rovnostranny trojuhelnik
ABCy. V uvedené rotaci je obrazem trojuhelnika ABF trojiihelnik CoBH, plati tedy také | AF
| =1 CoH | Do souétu délek tiseéek | FA |+ | FB | +| FC | dosadime rovnosti | BFl = | HFl a
| AF|=|CoH | . Obdrzime | CoH | + | HF [+ FC|, coZ je délka lomené &ary CoHFC. Délka
této Cary je minimalni, lezi-li body Co, H, F, C na jedné piimce, tedy bod F musi lezet na
primce CCo.
C

Co
obrazek 3 (zdroj [3]-Kuchaiik 2012, s. 33)

Analogicky pomoci rotace trojihelnika BCF se stiedem v bodé C o thel 60 °, kde obraz
bodu B oznadime Ao, obdrzime tvrzeni, Ze bod F musi lezet na pfimce AAo. A koneéné pii
rotaci trojuhelnika ACF se stfedem v bodé A o tihel 60° (obraz bodu C oznac¢ime By)
obdrzime tvrzeni, Ze bod F musi leZet na ptimce BBo. Tim je dokazéna spravnost konstrukce
bodu F pomoci postupu 1 b. Zbyva dokazat, Ze velikosti thlad AFB, AFC a BFC jsou rovny
120 ° Pii rotaci trojuhelnika ABF o thel 60 © se stiedem v bod€ B jsme zjistili, Ze trojuhelnik
HBF je rovnostranny. Velikost thlu «BFH = 60 ° Protoze ale body F, H, Co jsou kolinearni,
plati také «BFCo, = 60 °. Analogicky z dalSich popsanych rotaci dostaneme <CFA; = 60 ¢,
<XAFBo = 60 ° Z vlastnosti vrcholovych uhli plyne, Ze velikosti thlit AFB, AFC a BFC jsou
rovny 120 °

Dukaz postupu konstrukce 1a bezprostiedné plyne z tvrzeni, Ze velikosti uhli AFB, AFC
a BFC jsou rovny 120 ° Staci vyuzit vztah mezi velikostmi stfedového a obvodovych thla
Vv kruznici. Uvazme napt. kruznici opsanou rovnostrannému trojihelniku ABCo. Pro oblouk
této kruznice, ktery lezi ve vné&jsi oblasti trojuhelnika ABC, je velikost sttedového thlu 240 ¢
a proto je velikost pfislusnych obvodovych uhlt rovna 120 . Plati tedy <AFB = 120 Pro
uplnost poznamenejme, Ze pro oblouk této kruznice, lezici ve vnitini oblasti trojuhelnika
ABC, je velikost stiedového tthlu 120 ¢, a proto je velikost obvodovych thlt rovna 60  coz
odpovida faktu, Ze trojuhelnik ABCq je rovnostranny. Proto lze tvrdit, ze bod F lezi na
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oblouku kruznice opsané trojihelniku ABCo, leZicim ve vnitini oblasti trojuhelnika ABC.
Analogicky pro kruznice opsané trojuhelnikiim ABoC, A;BC. Tim je dokazana spravnost
postupu konstrukce 1a.

Diikaz veseni 2: (viz [3]-Kuchaiik 2012, s. 34-35) Prohlédnéme si znovu obrazek 2. Délku
provazki oznaéme |, hmotnost vSech zavazi m. Po dosazeni rovnovazné polohy je prvni
zavazi zav&eno pod deskou v hloubce | —| AX |, jeho potenciélni energie je —mg (I —| AX
|). Analogicky u druhych zavazi plati, Ze jsou zav&ena pod deskou v hloubkéach | —| BX| , |
—|CX |, jejich potencialni energie jsou potom —mg (I —|BX |), -mg (I —|CX|). Podle
fyzikalnich zakoni plati, Ze soustava v rovnovaze zaujme takovou polohu, aby celkova
potencidlni energie celé soustavy byla minimalni. Celkova potencidlni energie je ale
vyjadfena souctem

E=[-mg (I -| AX])] + [-mg (I = BX|)] + [-mg (1 -] CX])].

Teto vyraz upravime na tvar E = -3mgl + mg (| AX| +| BX|+| CX]|). Veliginy m, g, | jsou
konstantni, proto celkové potencialni energie zavisi na souctu | AX|+|BX| +| CX| a bude
minimalni, pravé kdyz tento soucet bude minimalni. Bod X je tedy skute¢né Torricelliho
bodem F v trojahelniku ABC.

Poznamka: V ptedchozich tivahach jsme se omezili na trojuhelniky ostrothlé a tupouhlé
s velikosti tupého thlu mensi nez 120 ° Bez diikazu nyni uvedeme umisténi Torricelliho
bodu pro zbyvajici ptipad, kdy velikost tupého thlu je vétsi nebo rovna 120 °

Necht’ ABC je trojuhelnik, v némz thel u vrcholu A (bez jmy na obecnosti) ma velikost
120 ° Potom vySe popsana konstrukce vede k tomu, ze F = A, tedy Torricelliho bod splyne
s bodem A. Necht' nyni ABC je trojuhelnik, v némz tihel u vrcholu A ma velikost vétsi nez
120 °. Potom podle vyse uvedené konstrukce prusecik tfi kruznic opsanych rovnostrannym
trojuhelnikim ABC,, ABoC, AoBC (pii vySe uvedeném oznaceni) lezi ve vnéjSi oblasti
trojuhelnika ABC, coz je ve sporu s pozadavkem, aby Torricelliho bod lezel uvnitt
trojuhelnika ABC. Lze dokézat (viz [3]-Kuchatik 2012), ze také v tomto piipadé F = A.
Resenim loka¢niho problému v tomto piipadé je tedy umisténi ,,centra do vrcholu tohoto
tupého thlu.

Poznamka: Pti konstrukcei Torricelliho bodu jsme sestrojili nad kazdou stranou piivodniho
trojuhelnika ABC rovnostranny trojuhelnik. V této souvislosti miiZze mit znaény motiva¢ni
vliv zminka o vnitinim a vnéjSim Napoleonové trojuhelniku. Uvedeme piislusné tvrzeni,
znamé jako Napoleonova véta (viz [6]-Pech 2004).

Jestlize nad stranami libovolného trojuhelnika ABC sestrojime rovnostranné trojuhelniky
trojuhelnika. Pro stfedy rovmostrannych trojuhelnikii  vné trojuhelniku  ABC
(neprekryvajicich se s nim) se jedna o vnéjsi Napoleonitv trojuhelnik, v opacném pripade
(kdy se vSechny tri rovnostranné trojuhelniky s ABC prekryvaji) se jednd o vnitini
Napoleoniiv trojuhelnik.

Napoleoniiv prvni bod

Necht ABC je libovolny trojihelnik v roviné. Na stranach BC, CA, AB trojuhelniku
sestrojime vné&j$i rovnostranné trojuhelniky DBC, ECA a FAB. Necht tézisté téchto
trojuhelnikd jsou X, Y, Z. Poté se piimky AX , BY a CZ protnou v jednom bod¢ a tento bod
N1 je prvnim (neboli vnéjsim) Napoleonovym bodem trojuhelniku ABC. Trojuhelnik XYZ se
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nazyva vnéjs$i Napoleonlv trojuhelnik trojuhelniku ABC. Napoleonova véta tika, ze tento
trojuhelnik je rovnostranny.

Napoleonitv druhy bod
Necht ABC je libovolny trojuhelnik v roviné. Na stranach BC, CA, AB trojihelniku

téchto trojihelnikd. Potom se piimky AX , BY a CZ protnou v jednom bodé¢ a tento bod N je
druhym (nebo vnitinim) Napoleonovym bodem trojihelniku ABC. Trojuhelnik XYZ se
nazyva vnitini Napoleontv trojuhelnik trojuhelniku ABC. Napoleonova véta tika, ze také
tento trojuhelnik je rovnostranny.

Prvni Napoleontiv bod je ilustrovan na nasledujicim obrazku 4:

b

B / —~# C

]
D

Obrazek 4 (zdroj [12])
Torriceliho trumpeta

Torricelliho trumpeta (nebo téz Gabrielliv roh) je geometricky utvar, ktery ma nekone¢né
velky povrch a pfitom ma kone¢ny objem. Historicky, sttedoveéky nazev Gabrieliv roh ma
navozovat mySlenku na archandéla Gabriela, ktery na néj bude troubit pfi oznédmeni
Soudného dne. Vlastnosti tohoto Utvaru byly poprvé studovany Evangelistou Torricellim.
Jedno jeho vyobrazeni je na nasledujicim obrazku 5:
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obrazek 5 (zdroj [9])

1
Gabrielav roh (Torricelliho trumpeta) je vytvorfen rotaci grafu funkce y = — pro x >1 kolem
X

osy X. I kdyZz matematickd podstata je v dnesni dobé studentim b&zné znama, v dob¢
Torricelliho se jednalo o nesmirné obtizny a tézko pochopitelny problém (v 17. stoleti nebyl
k dispozici infinitezimalni pocet), ktery dobovi matematici fesili zfejmé pomoci Cavalieriho
principu.

Nyni z didaktickych divodl pfipomeneme vypocet objemu a povrch Gabrielova rohu.
Zacneme objemem, pro jehoz vypocet slouzi jednoduchy nevlastni integral. Plati:

a a
v = tim | 2[ %] = 1im 7{—1} = lim ﬂ(l—lj -7
a—>o0 lx2 a—w X 1 a—ow a

Objem Gabrielova rohu je tedy vskutku koneény. Pti ureni jeho obsahu je vSak nesnadné
postupovat matematicky naprosto piesn€, nebot’, jak uvidime, nevlastni integral nutny
k vypoctu je velmi obtizny. VyuZijeme proto nejprve ziejmé nerovnosti, platné pro v§echna
kladna realna cisla: 1+i4 > 1. Plati:

X

12
T T f T dx
S =27Z'J‘1‘ 1+ (lj dX=27rJ.1- 1+i4dx > 2%_[?;
1X X lx X 1

a
Vv limité potom plati S > lim 2;4% = lim 27r[ln x]i‘ = 2z Ina. Roste-li parametr a nade
a—w 1 X a—o©

vSechny meze, je povrch Torricelliho trumpety opravdu nekonecné velky. Jak jiz bylo vyse
uvedeno, problémem pro studenty ziistdva presny vypocet nevlastniho integralu

[ee]
S = 27;-[1. /1+ %dx- Postup jeho feseni nyni uvedeme. Pro zjednoduseni budeme
X X
1

nejprve fesit neurCity integral

jl' /1+i4dx,
X X

pti¢emz pii feSeni vyuzijeme postupné tii substituce a rozklad na parcialni zZlomky. Postup
jen naznac¢ime; podrobny vypocet lze pfenechat zajemciim jako cviceni.
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, . 1 , . .
a) Prvni substituce: — = t . Po dosazeni dostaneme integral

(-3t

dt-
X
, o _ , . , 1 1 du
b) Druhé substituce: tg u = t. Po dosazeni obdrzime integral ve tvaru | — = || —— - .
2 )dsinu cos?u
virav? 41

u
c¢) Tteti substituce: tg E = V. Dosazenim ziskdme integral (— %)I

v-(1-v)? - (1+v)?

d) Rozkladem na parcialni zlomky piejde posledni z integrali do tvaru

1\l 2 1 1
-~ |[|=- ~+ > | dv
200V (1+v)T (1-v)
Vypocet tohoto integralu je jiz snadny, vysledkem je vyraz (bez integracni konstanty)

1 1
—=|Inv - :
2 1-v?

Po zpétném dosazeni vSech tii substituci dostaneme vysledek (bez integracni konstanty)

JE }1+i4 dxz(—llln(\/1+x4—x2j— 1 -
X X 2 2x2 \/l+x4 —2x4

Poznamenejme, Ze ani zpétné dosazovani neni jednoduchou zalezitosti a mize studentim
zpusobit fadu technickych problémt. Vratme se nyni k pivodnimu nevlastnimu integralu.
Plati:

S =27r.[1- /1+i4dx =2 [—ljln(\/1+ x* —xz)— !
1 X X 2 2x*V1+x* —2x* |,

Vytesenim tohoto integralu pomoci limitnich procest zjistime, Ze tento integral diverguje.
Gabrieltiv roh ma tedy skutecné nekonecny povrch.

Dioklova kisoida

Kdyz byly objeveny vlastnosti Torricelliho trumpety, byla skutecnost, ze rotace nekonecne
dlouhé kiivky okolo osy x generuje objekt kone¢ného objemu, povazovana za paradoxni. Az
pozdg€ji byly podobné paradoxy vysvétleny srozvojem teorie nekoneénych mnozin a
nekonecnych fad. Poznamenejme, Ze zhruba ve stejné dobé Christian Huygens a Frangois
Walther de Sluze objevili rotaéni téleso s piibuznymi vlastnostmi: nekoneéné vysoké pevné
téleso s koneCnym objemem, které obepina nekoneéné velkou dutinu. De Sluze tento objekt
popsal jako ,nadobu k piti, kterd malo vazi, ale kterou ani nejvétsi pijan nedokéze
vyprazdnit“. Toto téleso vznikne rotaci plochy lezici v 1. kvadrantu, ohrani¢ené Dioklovou
kisoidou, osou x a pfimkou x = 1, kolem osy y. Dioklova kisoida je kiivka, obecné
3
definovana vztahem y?2 - % prox=0,a eR,a>0.Vnafem ptipads je a = 1, tzn.
a—Xx
3

rovnice Kisoidy je tvaru y2 = X" Protoze tato al gebraicka kfivka je pomérné malo znama,
1-x
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uvedeme jeji odvozeni (viz [2]-JareSova, Volf 2014, s. 52-53). Sledujme nasledujici obrazek
6.

Zakladnimi prvky konstrukce kisoidy jsou kruznice a jeji teCna v bodé A. Kruznici
,~umistime* v soufadné soustave tak, ze ,,protilehlou® tecnou je osa Y, kterd se dotyka
kruznice v poc¢atku O a osou x je ptimka OA. Pro libovolny bod C na zvolené teéné
sestrojime usecku OC. Tato tisecka protina kruznici v bodé¢ B. Na tise¢ce OC nyni vyznacime
bod P tak, Ze plati | OP | = | BC| . Provedeme-li tuto konstrukci pro viechny body C dané
teCny, pak vyznacené body B vytvofi kisoidu.

by

obrazek 6 (zdroj [2]-JareSova, Volf 2014, s. 52)

Uvedeny postup popiseme analyticky. Polomér kruznice oznac¢ime r, soutradnice bodi O, P,
B, C necht jsou po fadé [0, 0], [X, ], [b1, b2], [2r, c2], stied kruznice ma soufadnice [r, 0],
y

smérnice piimky OC je — . Bod B lezi na pfimce OC i na kruznici, pro jeho soufadnice [ba,
X

b,] tedy plati soustava rovnic s parametrem r:

b, = S by,
X
(by —r)* + b2 =r2
y 2
Resenim dostaneme p, = X" b, = 2% p¥imka OC protind zakladni te¢nu v bod&

X2 1 y2 N y2
C. Délici pomér bodii P, B vzhledem k bodim O, C na tisece OC je roven délicimu poméru
X-ovych soufadnic téchto bodu, plati tedy vztah

2rx?

2

X = 2r — by, tzn. po dosazeni za by vztah x = 2r — 7
X" +Yy
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3

Polozime-li a = 2r, Ize posledni vztah upravit do tvaru y2 = , coz je rovnice kisoidy.

a—X
Kisoida lezi pouze v prvnim a ¢tvrtém kvadrantu, jeji asymptotou je pfimka X = a. Je rovnéz
soumérna podle osy X. Poznamenejme, ze v polarnich soufadnicich lze vyjadfit rovnici
kisoidy ve tvaru

r=2atgesin g,
jeji parametrické vyjadreni je dano vztahy
at? at®

X

= y y: .
1+t2 1+t2

Vratime-li se k de Sluzeho ,,nadobé&®, pak Ize skute¢né integrovanim zjistit, Ze obsah plochy

ohrani¢ené kisoidou a jeji asymptotou X = a je roven g — EEaZ ,proa =1tedy S = %7; .
4

Omezime-li se na prvni kvadrant, pak § = g;; . Rotaci této plochy o kone¢ném obsahu

V prvnim kvadrantu kolem osy Yy pak dostaneme ,,nadobu* o kone¢ném objemu, ktera zfejme
ohranic¢uje dutinu o nekonecném objemu. Pro plnost uvedeme i na tomto miste postup pfi
vypoctu potfebného integralu. Omezime se na urceni plochy ohranicené kisoidou a jeji
asymptotou, ktera je podmnozinou prvniho kvadrantu, rovnéz budeme uvazovat piipad pro

1 / 3
a = 1. Budeme tedy feSit nevlastni integral J' X dx - Podobné jako pii vypoctu povrchu
1-x
0

Torricelliho trumpety budeme tento integral nejprve pocitat jako neurcity. Integral

3
J' X dx nejsnaze vyfesime pomoci substituce x = sint. Po dosazeni obdrzime integral
1-x

2_.. sint dt . Nyni s pomoci trigonometrickych vztahti

1-cos2t 1+ cos4t

2

sint = , cos? 2t =

odvodime vztah sint = 3.1 Cos 2t + %cos 4t . Po integraci plati (bez integra¢ni konstanty)
ZJ‘sin4 tdt = > t—Lsin2t+ L sinat.
4 2 16

Pti zp&tném dosazeni substituéniho vztahu vyuZijeme vztaht Sint = Jx , t =arcsin Jx ,
sin2t = 2sint-v1-sin?t ,sin4t = 4sint-vV1—sin®t ((1-2sin%t).

Po dosazeni a uprave dostavame hledany neurcity integral

3
HL dx:Earcsin\/;— x,3 Ax-x2.
1-x 4 2 4
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Nyni Ize psat

:[\/de:ii_rllj\/jdx—lll_rpl{ arcsin/x — ( 4]“}; -

lim 3arcsim/§—(+j k_k2|=3.Z_og_3,.
4 2 4

k—1

Tento vysledek odpovida hodnoté vyse uvedené pii popisu de Sluzeho ,,nadoby*.

I kdyz posledni ptiklad neni pfimo spojovan s Evangelistou Torricellim, vychazi z jeho
vysledkti; Christian Huygens a Francois Walther de Sluze byli zifejmé€ inspirovani
Torricelliho trumpetou. Problémem pro historiky je otdzka, jak urcili uvedeni ucenci
vlastnosti popsanych téles bez znalosti integralniho poctu. Zavérem jenom poznamenejme,
7e kisoida neni objevem Torricelliho a jeho soudasnikii. Tuto kiivku znali jiz staii Rekové,
kteti ji nazvali kissoidou podle podobnosti s bie¢tanovym listem (biect’an se fecky nazyval
kissos). Kisoidu sestrojil poprvé fecky matematik Diokles, proto se také nékdy nazyva
dioklova kisoida (viz [2]-Jaresova, Volf 2014).

Zavér

V predchozim textu jsme se zdaleka nevénovali vSem matematickym objeviim Giovanni
Evangelisty Torricelliho Zajimavé by napf. bylo uvedeni pﬁvodniho Torricelliho odvozeni
problémy fesi v soucasnosti pomoci infinitezimalniho poctu. Podstatné je, ze Zkoumam

vyznamnych objevu v historii matematiky ma ve vyuce matematiky svoje nezastupitelné
misto, zejména jako motivacni faktor a rozvijeni zajmu o jeji dalsi studium.
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